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摘　要：研究由Ｎ－函数生成赋广义 Ｏｒｌｉｃｚ范数 Ｏｒｌｉｃｚ函数空间的点态性质，利用 Ｂａｎａｃｈ空间几何理论和技
巧，得到了该空间中ＵＲ点和ＷＵＲ点的判别准则，并且获得Ｏｒｌｉｃｚ函数空间局部一致凸和弱局部一致凸的条件。

关键词：ＵＲ点；ＷＵＲ点；广义Ｏｒｌｉｃｚ范数；Ｏｒｌｉｃｚ函数空间

中图分类号：Ｏ１７７３　　文献标志码：Ａ　　文章编号：０５２９－６５７９（２０１４）０２－００５５－０４

ＵＲＰｏｉｎｔｓａｎｄＷＵＲＰｏｉｎｔｓｉｎＯｒｌｉｃｚＦｕｎｃｔｉｏｎＳｐａｃｅｓ
ＥｑｕｉｐｐｅｄｗｉｔｈｔｈｅＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＯｒｌｉｃｚＮｏｒｍ

ＤＵＡＮＬｉｆｅｎ１，ＺＵＯＭｉｎｇｘｉａ２，ＷＡＮＧＨｏｎｇｚｈｉ１

（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＴｏｎｇｈｕａＴｅａｃｈｅｒｓＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｔｏｎｇｈｕａ１３４００２，Ｃｈｉｎａ；
２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＨａｒｂｉｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｈａｒｂｉｎ１５００８０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＳｏｍｅｐｏｉｎｔｗｉｓｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＯｒｌｉｃｚｆｕｎｃｔｉｏｎｓｐａｃｅｓｗｈｉｃｈａｒｅｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙａＮ－ｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄ
ｅｑｕｉｐｐｅｄｗｉｔｈｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＯｒｌｉｃｚｎｏｒｍａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ｂｙｕｓｉｎｇｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｔｈｅｏｒｉｅｓａｎｄｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｏｆ
Ｂａｎａｃｈｓｐａｃｅｓ，ｃｒｉｔｅｒｉａｏｆＵＲｐｏｉｎｔｓａｎｄＷＵＲｐｏｉｎｔｓｉｎｔｈｅｓｅｓｐａｃｅｓａｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｎｅｃ
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　　自Ｏｒｌｉｃｚ空间引入以来，其理论得到了迅速发
展［１－３］，应用范围逐渐扩大［４－７］。但对赋广义 Ｏｒ
ｌｉｃｚ范数的Ｏｒｌｉｃｚ空间几何理论，我们还了解甚少。
一致凸 （ＵＲ）点和弱一致凸 （ＷＵＲ）点是Ｂａｎａｃｈ
空间几何学的重要概念，它们在逼近论、控制论、

不动点等分支中都有广泛应用［８－１１］。本文给出由

Ｎ－函数生成赋广义 Ｏｒｌｉｃｚ范数的 Ｏｒｌｉｃｚ函数空间
中ＵＲ点和 ＷＵＲ点的判据，并据此获得了 Ｏｒｌｉｃｚ
函数空间局部一致凸和弱局部一致凸的条件。

１　定义及符号
设Ｘ是一个Ｂａｎａｃｈ空间，Ｓ（Ｘ）表示Ｘ的单位

球面。

定义１［１２］　ｘ∈ Ｓ（Ｘ）称为一致凸 （ＵＲ）点

是指若 ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ‖ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
‖
ｘ＋ｘｎ
２ ‖ ＝１，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ－ｘ‖ ＝０。

若Ｂａｎａｃｈ空间单位球面上每一点都是 ＵＲ点，

则称Ｘ是局部一致凸的。

定义２［１２］　ｘ∈Ｓ（Ｘ）称为弱一致凸 （ＷＵＲ）

点是指若 ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ‖ ＝ｌｉｍｎ→∞‖

ｘ＋ｘｎ
２ ‖ ＝１，则ｘｎ－

ｘ０ →
ｗ
０（ｎ→∞）。若 Ｂａｎａｃｈ空间单位球面上每

一点都是ＷＵＲ点，则称Ｘ是弱局部一致凸的。
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设Ｍ（ｕ），Ｎ（ｖ）是一对互余的 Ｎ－函数，ｐ＋
（ｕ）表示Ｍ（ｕ）的右导数。Ｍ∈Δ２指如存在常数ｋ
≥２和 ｘ０ ＞０，当 ｘ≥ ｘ０时，满足 Ｍ（２ｘ）≤
ｋＭ（ｘ）．Ｍ∈２Ｎ∈Δ２。记

ＳＭ ＝｛ｕ∈Ｒ
＋：ε＞０，２Ｍ（ｕ）＜

Ｍ（ｕ＋ε）＋Ｍ（ｕ－ε）｝，
Ｓ＋Ｍ ＝｛ｕ∈ＳＭ：ε＞０，ｐ（ｕ）在［ｕ，ｕ＋ε］为常数｝，
Ｓ－Ｍ ＝｛ｕ∈ＳＭ：ε＞０，ｐ（ｕ）在［ｕ－ε，ｕ］为常数｝，
Ｓ０Ｍ ＝ＳＭ＼ Ｓ＋Ｍ∪Ｓ

－( )
Ｍ

设（Ｇ，Σ，μ）为一无原子有限测度空间，Ｌ０是
定义在 Ｇ上的可测实函数全体。对任意 ｘ∈ Ｌ０，

称ρＭ（ｘ）＝∫ＧＭ（ｘ（ｔ））ｄｔ为ｘ（ｔ）关于Ｍ的模。Ｏｒ
ｌｉｃｚ空间

ＬＭ ＝｛ｘ∈Ｌ
０：λ＞０，ρＭ（λｘ）＜∞｝

及其闭子空间

ＥＭ ＝｛ｘ∈Ｌ
０：λ＞０，ρＭ（λｘ）＜∞｝

关于Ｏｒｌｉｃｚ范数

‖ｘ‖０
Ｍ ＝ｉｎｆｋ＞０

１
ｋ（１＋ρＭ（ｋｘ））

Ｌｕｘｅｍｂｕｒｇ范数
‖ｘ‖Ｍ ＝ｉｎｆ｛λ＞０：ρＭ（ｘ／λ）≤１｝

及广义Ｏｒｌｉｃｚ范数：

‖ｘ‖Ｍ，ｐ ＝ｉｎｆｋ＞０
１
ｋ １＋ρ

ｐ
Ｍ（ｋｘ( )）

１
ｐ（１＜ｐ＜∞）

均成为Ｂａｎａｃｈ空间，简记ＬＭ，ｐ＝［ＬＭ，‖·‖Ｍ，ｐ］，

ＥＭ，ｐ ＝［ＥＭ，‖·‖Ｍ，ｐ］。

２　主要结果
定理１　设Ｍ是Ｎ－－函数，ｐ＋（ｕ）连续，ｘ０

∈Ｓ（ＬＭ，ｐ）（１＜ｐ＜∞），则下列命题等价：
（ｉ）ｘ０是ＵＲ点；
（ｉｉ）ｘ０是ＷＵＲ点；
（ｉｉｉ）Ｍ∈Δ２∩２且ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ

０
Ｍ∪Ｓ

＋
Ｍ（ａ．

ｅ．）或ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
０
Ｍ∪Ｓ

－
Ｍ（ａ．ｅ．），这里

１＝‖ｘ０‖Ｍ，ｐ ＝
１
ｋ０
１＋ρｐＭ ｋ０ｘ０（ｔ( )[ ]）

１
ｐ

　　证明　 （ｉ）（ｉｉ）显然。（ｉｉ） （ｉｉｉ）分三
步完成。

① 证 明 Ｍ ∈ Δ２。若 不 然，设 ｚ（ｔ）∈
ＬＭ，ｐ＼ＥＭ，ｐ，则有奇异泛函φ，φ（ｚ）≠０。取Ｄ＞０，
使Ｇ′＝｛ｔ∈Ｇ：ｘ０（ｔ）≤Ｄ｝具有正测度。记Ｇｎ＝
｛ｔ∈Ｇ′：ｚ（ｔ） ＞ｎ｝，则μＧｎ→０（ｎ→∞）。令

ｘｎ ＝ｘ０χＧ＼Ｇｎ（ｔ）＋
１
ｋ０
ｚ（ｔ）χＧｎ（ｔ），（ｎ＝１，２，…）

则

‖ｘｎ‖Ｍ，ｐ≤
１
ｋ０
［１＋ρｐＭ（ｋ０ｘｎ）］

１
ｐ ＝

１
ｋ０
［１＋（ρＭ（ｋ０ｘ０χＧ＼Ｇｎ）＋ρＭ（ｚ（ｔ）χＧｎ（ｔ）））

ｐ］
１
ｐ≤

１
ｋ０
［１＋ρｐＭ（ｋ０ｘ０）］

１
ｐ ＋ρＭ（ｚ（ｔ）χＧｎ（ｔ））

因此 ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ‖Ｍ，ｐ ≤ １。又 ‖ｘ０ ＋ｘｎ‖Ｍ，ｐ ≥

‖２ｘ０χＧ＼Ｇｎ‖Ｍ，ｐ，故 ｌｉｍｎ→∞‖ｘ０＋ｘｎ‖Ｍ，ｐ≥２，进而

ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ‖Ｍ，ｐ ＝１，ｌｉｍｎ→∞‖ｘ０＋ｘｎ‖Ｍ，ｐ ＝２。但

φ（ｘｎ－ｘ０）＝φ
１
ｋ０
ｚχＧ( )ｎ －φｘ０χＧ( )

ｎ
＝φ １

ｋ０
( )ｚ≠０

这与ｘｎ－ｘ０ →
ｗ
０矛盾。

② 证明Ｍ∈２。不妨设ｘ０（ｔ）≥０。因Ｍ∈

Δ２，存在ｙ０∈ ＳＬＮ，( )
ｑ
１
ｐ＋

１
ｑ＝( )１ ，ｙ０（ｔ）≥０

使得∫Ｇｘ０（ｔ）ｙ０（ｔ）ｄｔ＝‖ｘ０‖Ｍ，ｐ＝１。取ＧｎＧ，

Ｇｎ＋１Ｇｎ（ｎ＝１，２，…），μＧｎ→０（ｎ→∞）。利用
积分的绝对连续性，ρＮ ｙ０χＧ( )

ｎ
→０（ｎ→∞）。

若Ｍ２，则有ｕｎ↑∞，ｕｎｐ（ｕｎ）μＧｎ＞１且
ｕｎｐ（ｕｎ）
Ｎ（ｐ（ｕｎ））

＞ ｎ（ｎ ＝１，２，…）。取 Ｇ′ｎ  Ｇｎ，

ｕｎｐ（ｕｎ）μＧ′ｎ ＝１，则Ｎ（ｐ（ｕｎ））μＧ′ｎ ＜
１
ｎ。令

ｘ′ｎ（ｔ）＝ｘ０（ｔ）χＧ＼Ｇｎ（ｔ）＋
１
ｋ０
ｕｎχＧ′ｎ（ｔ），

ｙｎ（ｔ）＝ｙ０（ｔ）χＧ＼Ｇｎ（ｔ）＋ｐ（ｕｎ）χＧ′ｎ（ｔ）
ｎ＝１，２，…，则ｙｎ（ｔ）→ｙ０（ｔ）（ａ．ｅ．，ｎ→∞），从
而‖ｙｎ‖Ｎ，ｑ→‖ｙ０‖Ｎ，ｑ ＝１。由于

‖ｘ′ｎ‖Ｍ，ｐ≥
１

‖ｙｎ‖Ｎ，ｑ
∫Ｇｘ′ｎ（ｔ）ｙｎ（ｔ）ｄｔ＝

１
‖ｙｎ‖Ｎ，ｑ∫Ｇ＼Ｇｎｘ０（ｔ）ｙ０（ｔ）ｄｔ＋

１
ｋ０
ｕｎｐ（ｕｎ）μＧ′( )ｎ→１＋１ｋ０，

‖ｘ′ｎ‖Ｍ，ｐ≤
１
ｋ０
［１＋ρｐＭ（ｋ０ｘ′ｎ）］

１
ｐ ＝

１
ｋ０
１＋∫Ｇ＼ＧｎＭ（ｋ０ｘ０（ｔ）ｄｔ＋∫Ｇ′ｎＭ（ｕｎ）ｄ( )ｔ[ ]ｐ

１
ｐ≤

１
ｋ０
［１＋ρｐＭ（ｋ０ｘ０）］

１
ｐ ＋１ｋ０

Ｍ（ｕｎ）μＧ′ｎ≤

１＋１ｋ０
ｕｎｐ（ｕｎ）μＧ′ｎ ＝１＋

１
ｋ０

因此 ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘ′ｎ‖Ｍ，ｐ ＝１＋

１
ｋ０
。定义 ｘｎ（ｔ） ＝

１

１＋１ｋ０

ｘ′ｎ（ｔ），则 ｌｉｍｎ→∞‖ｘｎ‖Ｍ，ｐ ＝１，且

６５
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２≥‖ｘ０＋ｘｎ‖Ｍ，ｐ≥
１

‖ｙｎ‖Ｎ，ｑ
∫Ｇ ｘ０（ｔ）＋ｘｎ（ｔ( )）ｙｎ（ｔ）ｄｔ≥

１
‖ｙｎ‖Ｎ，ｑ

１

１＋１ｋ０

∫Ｇｘ′ｎ（ｔ）ｙｎ（ｔ）ｄｔ＋∫Ｇ＼Ｇｎｘ０（ｔ）ｙ０（ｔ）ｄ






ｔ→２

或 ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘ０＋ｘｎ‖Ｍ，ｐ ＝２。

取ｎ０，使∫Ｇ＼Ｇｎ０ｘ０（ｔ）ｄｔ＞０，则当ｎ＞ｎ０时，
∫Ｇ（ｘ０（ｔ）－ｘｎ（ｔ））χＧ＼Ｇｎ０ｄｔ＝

∫Ｇ＼Ｇｎ０
ｘ０（ｔ）－

１

１＋１ｋ０

ｘ０（ｔ






）ｄｔ＝

１
１＋ｋ０∫Ｇ＼Ｇｎ０ｘ０（ｔ）ｄｔ＞０

这与ｘｎ－ｘ０ →
ｗ
０矛盾。

③ 证 明 ｋ０ ｘ０（ｔ） ∈ Ｓ０Ｍ ∪ Ｓ＋Ｍ（ａ．ｅ．）或

ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
０
Ｍ∪Ｓ

－
Ｍ（ａ．ｅ．）。

因 ＷＵＲ点必为端点，由文献 ［１３］知，
ｋ０ ｘ０（ｔ）∈ＳＭ ＝Ｓ

０
Ｍ∪Ｓ

＋
Ｍ∪Ｓ

－
Ｍ（ａ．ｅ．），只需证明

μ｛ｔ∈ Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈ Ｓ＋Ｍ｝ ＝ ０或 μ｛ｔ∈ Ｇ：

ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
－
Ｍ｝＝０。

若不然，μ｛ｔ∈Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
＋
Ｍ｝＞０且μ｛ｔ

∈Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
－
Ｍ｝＞０，因Ｓ

＋
Ｍ∪Ｓ

－
Ｍ至多可数，

存在 ｕ０∈ Ｓ
＋
Ｍ，ｕ′０∈ Ｓ

－
Ｍ，使得 Ｇ０ ＝｛ｔ∈ Ｇ：

ｋ０ ｘ０（ｔ） ＝ｕ０｝和Ｇ′０＝｛ｔ∈Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ） ＝ｕ′０｝
都具有正测度，不妨设μＧ′０≥μＧ０。取Ｇ′０的子集
仍记为Ｇ′０，使μＧ′０＝μＧ０。再设ｕ∈［ｕ０，ｕ０＋ε）
时，Ｍ（ｕ）＝Ａｕ＋Ｂ；ｕ∈（ｕ０－ε′，ｕ０］时，Ｍ（ｕ）＝
Ａ′ｕ＋Ｂ′。取δ：０＜δ＜ε，δ′：０＜δ′＜ε′，使得Ａδ＝
Ａ′δ′。令

ｘ′（ｔ）＝ｘ０（ｔ）χＧ＼（Ｇ０∪Ｇ′０）（ｔ）＋
ｕ０＋δ
ｋ( )
０

χＧ０＋
ｕ′０－δ′
ｋ( )
０

χＧ′０

则

［∫ＧＭ（ｋ０ｘ′（ｔ））ｄｔ］ｐ－１·∫ＧＮ（ｐ（ｋ０ｘ′（ｔ）））ｄｔ＝
［∫Ｇ＼（Ｇ０∪Ｇ′０）Ｍ（ｋ０ｘ０（ｔ））ｄｔ＋（Ａ（ｕ０＋δ）＋Ｂ）μＧ０＋

（Ａ′（ｕ′０－δ′）＋Ｂ′）μＧ′０］
ｐ－１·

（∫Ｇ＼（Ｇ０∪Ｇ′０）Ｎ（ｐ（ｋ０ｘ０（ｔ）））ｄｔ＋
Ｎ（Ａ）μＧ０＋Ｎ（Ａ′）μＧ′０）＝

［∫ＧＭ（ｋ０ｘ０（ｔ））ｄｔ］ｐ－１·∫ＧＮ（ｐ（ｋ０ｘ０（ｔ）））ｄｔ＝１

故

‖ｘ′‖Ｍ，ｐ ＝
１
ｋ０
［１＋ρｐＭ（ｋ０ｘ′）］

１
ｐ ＝

１
ｋ０

１＋（∫Ｇ＼（Ｇ０∪Ｇ′０）Ｍ（ｋ０ｘ０（ｔ））ｄｔ＋
（Ａ（ｕ０＋δ）＋Ｂ）μＧ０＋

（Ａ′（ｕ′０－δ′）＋Ｂ′）μＧ′０）











ｐ

１
ｐ

＝

１
ｋ０
［１＋ρｐＭ（ｋ０ｘ０）］

１
ｐ ＝‖ｘ０‖Ｍ，ｐ ＝１

又

∫ＧＭ ｋ０２ ｘ０（ｔ）＋ｘ′（ｔ( )( )） ｄ[ ]ｔ
ｐ－１

·

∫ＧＮ ｐｋ０２ ｘ０（ｔ）＋ｘ′（ｔ( )( )( )） ｄｔ＝

∫Ｇ＼（Ｇ０∪Ｇ′０）Ｍ（ｋ０ｘ０（ｔ））ｄｔ＋ Ａｕ０＋δ( )２( )＋ＢμＧ０[ ＋

Ａ′ｕ′０－
δ′( )２( )＋Ｂ′μＧ′]０ ｐ－１

·

∫Ｇ＼（Ｇ０∪Ｇ′０）Ｎｐ（ｋ０ｘ０（ｔ( )））ｄｔ＋Ｎ（Ａ）μＧ０＋Ｎ（Ａ′）μＧ′[ ]０ ＝

∫ＧＭ（ｋ０ｘ０（ｔ））ｄ[ ]ｔｐ－１·∫ＧＮ（ｐ（ｋ０ｘ０（ｔ）））ｄｔ＝１
则

‖ｘ０＋ｘ′‖Ｍ，ｐ ＝
２
ｋ０
１＋ρｐＭ

ｋ０
２ ｘ０

( )( )[ ]＋ｘ′
１
ｐ
＝

２
ｋ０

１＋∫Ｇ＼（Ｇ０∪Ｇ′０）Ｍ（ｋ０ｘ０（ｔ））ｄ( ｔ＋

Ａｕ０＋
δ( )２( )＋ＢμＧ０＋

Ａ′ｕ′０－
δ′( )２( )＋Ｂ′μＧ′)０

















ｐ

１
ｐ

＝

２
ｋ０
［１＋ρｐＭ（ｋ０ｘ０）］

１
ｐ ＝２‖ｘ０‖Ｍ，ｐ ＝２

但ｘ０≠ｘ′，这与ｘ０是ＷＵＲ点矛盾。
（ｉｉｉ）（ｉ）文献 ［１４］定理３２已对 μ｛ｔ∈

Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈ Ｓ＋Ｍ ∪ Ｓ－Ｍ｝ ＝０，即 ｋ０ ｘ０（ｔ）∈

Ｓ０Ｍ（ａ．ｅ．）的情况证得，下面只需对

μ｛ｔ∈Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
＋
Ｍ｝＞０，

μ｛ｔ∈Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
－
Ｍ｝＝０

情况加以考虑 （μ｛ｔ∈Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
＋
Ｍ｝＝０，μ｛ｔ

∈Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
－
Ｍ｝＞０情况可类似获得）。

设１＝‖ｘｎ‖Ｍ，ｐ ＝
１
ｋｎ
［１＋ρｐＭ（ｋｎｘｎ（ｔ））］

１
ｐ（ｎ

＝１，２，…），ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘ０＋ｘｎ‖Ｍ，ｐ ＝２。因 Ｍ∈ Δ２，

要证ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｎ－ｘ０‖Ｍ，ｐ＝０，只须证ｘｎ →

μ
ｘ０（ｎ→

７５
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∞）即可。
不妨设ｘ０（ｔ）≥０（ｔ∈Ｇ）。记

Ｇ０ ＝｛ｔ∈Ｇ：ｋ０ｘ０（ｔ）∈Ｓ
０
Ｍ｝，

Ｇ＋＝｛ｔ∈Ｇ：ｋ０ｘ０（ｔ）∈Ｓ
＋
Ｍ｝

则文献 ［１４］同样方法可证 ｋｎｘｎ（ｔ）－ｋ０ｘ０（ｔ）→
０（ａ．ｅ．ｔ∈Ｇ０）（必要时取子列）。下面证明ｋｎｘｎ（ｔ）
－ｋ０ｘ０（ｔ）→０（ａ．ｅ．ｔ∈Ｇ

＋）。

事实上，因μ｛ｔ∈Ｇ：ｋ０ ｘ０（ｔ）∈Ｓ
－
Ｍ｝＝０，仿

文献 ［１４］可得：对任何σ＞０，
μ｛ｔ∈Ｇ＋：ｋｎｘｎ（ｔ）≤ｋ０ｘ０（ｔ）－σ｝→０（ｎ→∞）
仿文献 ［１５］中定理 １可证 ｛Ｍ（ｋｎｘｎ（ｔ））｝和
｛Ｎ（ｐ（ｋｎｘｎ（ｔ）））｝都具有等度连续积分，所以对
任何 珘Ｇ＋Ｇ＋，都有

ｌｉｍ
ｎ→∞∫珘Ｇ＋Ｍｐ－１（ｋｎｘｎ（ｔ））·Ｎ（ｐ（ｋｎｘｎ（ｔ）））ｄｔ≥
∫珘Ｇ＋Ｍｐ－１（ｋ０ｘ０（ｔ））·Ｎ（ｐ（ｋ０ｘ０（ｔ）））ｄｔ

若ｋｎｘｎ（ｔ）－ｋ０ｘ０（ｔ）→０（ａ．ｅ．ｔ∈Ｇ
＋）不成立，则

存 在 σ＋０ ＞ ０ 及 δ＋０ ＞ ０， 使 得

μｔ∈Ｇ＋：ｋｎｘｎ（ｔ）≥ｋ０ｘ０（ｔ）＋σ
＋{ }
０ ≥ δ

＋
０ ＞０（必

要时取子列）。于是有ｕ＋０∈Ｓ
＋
Ｍ，使得μＧ

＋
ｎ≥δ′＞

０，其中Ｇ＋ｎ ＝｛ｔ∈Ｇ
＋：ｋｎｘｎ（ｔ）≥ｋ０ｘ０（ｔ）＋σ

＋
０ ＝

ｕ＋０ ＋σ
＋
０｝。

故

∫Ｇ＋Ｍｐ－１ ｋｎｘｎ（ｔ( )）·Ｎｐｋｎｘｎ（ｔ( )( )） ｄｔ≥

∫Ｇ＋＼Ｇ＋ｎＭｐ－１ ｋｎｘｎ（ｔ( )）·Ｎｐｋｎｘｎ（ｔ( )( )） ｄｔ＋

∫Ｇ＋ｎＭｐ－１ ｋ０ｘ０（ｔ）＋σ( )
０·Ｎｐｋ０ｘ０（ｔ）＋σ( )( )

０
ｄｔ≥

∫Ｇ＋Ｍｐ－１ ｋ０ｘ０（ｔ( )）·Ｎｐｋ０ｘ０（ｔ( )( )） ｄｔ＋γδ′

其中γ＞０。因Ｍ∈Δ２，ｐ（ｕ）连续，有

∫ＧＭｐ－１（ｋｎｘｎ（ｔ））·Ｎ（ｐ（ｋｎｘｎ（ｔ）））ｄｔ＝１
（ｎ＝０，１，２，…），进而得到矛盾∫ＧＭｐ－１（ｋｎｘｎ（ｔ））·
Ｎ（ｐ（ｋｎｘｎ（ｔ）））ｄｔ≥ １＋γδ′。这说明 ｋｎｘｎ（ｔ）－
ｋ０ｘ０（ｔ）→０（ａ．ｅ．ｔ∈Ｇ

＋），亦即ｋｎｘｎ（ｔ）－ｋ０ｘ０（ｔ）

→０（ａ．ｅ．ｔ∈Ｇ）或ｋｎｘｎ →
μ
ｋ０ｘ０（ｎ→∞）。

又按文献 ［１４］中定理３２证明可得ｋｎ→ｋ０，

从而ｘｎ →
μ
ｘ０（ｎ→∞）。

由定理１立即可得
定理２　设Ｍ是Ｎ－－函数，ｐ＋（ｕ）连续，则

对任何１＜ｐ＜∞，下列命题等价：
（ｉ）ＬＭ，ｐ局部一致凸；
（ｉｉ）ＬＭ，ｐ弱局部一致凸；
（ｉｉｉ）Ｍ∈Δ２∩２且Ｍ（ｕ）严格凸。
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